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Abstract
We derive a sharp estimate for the arclength of the image of the circle |z| = r under a convex
univalent mapping. Our methods are different from those used by Keogh in [4].
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Resumen
Deduciremos una estimacio´n precisa de la longitud de arco de la imagen de la circunferencia
|z| = r por una aplicacio´n univalente convexa. Los me´todos utilizados son diferentes a aquellos
usados por Keogh en [4].
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de Baernstein.
1 Introduccio´n
La teor´ıa de las funciones univalentes comenzo´ a desarrollarse alrededor del an˜o
1900 y, en la actualidad, sigue siendo un campo activo de investigacio´n. Muchos de
los resultados en esta teor´ıa, se plantean como problemas extremales: maximizar
el mo´dulo de los coeficientes de Taylor, derivadas, a´reas, longitudes y medias
integrales asociadas con las funciones univalentes. Au´n quedan muchos problemas
abiertos.
Esta nota esta´ dedicada a ofrecer una nueva prueba para la resolucio´n de uno
de estos problemas extremales; concretamente, el problema de longitud de arco
de la imagen de la circunferencia |z| = r bajo una aplicacio´n univalente convexa.
Este resultado fue publicado en un trabajo de Keogh [4] que no parece estar muy
citado en la literatura. No obstante, como se ha mencionado, nuestros me´todos
son diferentes de los suyos: utilizamos un resultado importante de Baernstein y
obtenemos una prueba ma´s corta que aquella que se muestra en [4]. Se mostrara´n
todos los detalles, para hacer accesible el contenido de este trabajo a las personas
no especializadas en el a´rea.
Definicio´n 1. Una funcio´n f anal´ıtica en un dominio D del plano complejo C,
se dice univalente en D, si f(z1) 6= f(z2) para todo par de puntos z1, z2 ∈ D
con z1 6= z2.
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Definicio´n 2. La clase de funciones S esta´ formada por las funciones anal´ıticas
y univalentes en el disco unidad D, normalizadas por las condiciones f(0) = 0 y
f ′(0) = 1.
Cada f ∈ S tiene una expansio´n en serie de Taylor de la forma
f(z) = z + a2z
2 + a3z
3 + . . . , |z| < 1.
La funcio´n identidad f(z) = z pertenece a S. Otros ejemplos de funciones en
esta clase son `(z) = z + z2 + . . . = z(1 − z)−1, funcio´n de la que hablaremos
ma´s adelante; tambie´n la funcio´n de Koebe, definida por k(z) = z(1 − z)−2 =
z + 2z2 + 3z3 + . . . que juega un papel importante como funcio´n extremal, para
una gran cantidad de problemas extremales en la clase S.
El siguiente teorema debido a Koebe, es fundamental en la teor´ıa de funciones
univalentes. Ve´ase [3, p. 35].
Teorema 1. Para toda f ∈ S y |z| = r < 1, se cumple:
1− r
1 + r
≤
∣∣∣∣zf ′(z)f(z)
∣∣∣∣ ≤ 1 + r1− r . (1)
La igualdad ocurre si y so´lo si f es una rotacio´n adecuada de la funcio´n de Koebe.
Es decir, f(z) = e−iθk(eiθz), para θ = θ(z) convenientemente elegido.
Dada una funcio´n anal´ıtica f en D, se define su media integral de orden p,
para 0 < p <∞, como
Mp(r, f) =
{
1
2pi
∫ 2pi
0
|f(reiθ)|pdθ
}1/p
.
Calculando la longitud de arco Lr(f) de la imagen de la circunferencia |z| = r
bajo la aplicacio´n f ∈ S, resulta
Lr(f) = r
∫ 2pi
0
|f ′(reiθ)|dθ = 2piM1(r, f ′).
Usando la siguiente estimacio´n debida a Littlewood (ver tambie´n [5]) para las
medias integrales de orden uno
M1(r, f) ≤ r
1− r , 0 ≤ r < 1, (2)
y (1), en [3, p. 39] se demuestra la estimacio´n ba´sica
Lr(f) ≤ 2pir(1 + r)
(1− r)2 , 0 ≤ r < 1. (3)
En su importante trabajo [1], usando te´cnicas de simetrizacio´n, Baernstein mejora
(2) y obtiene el siguiente teorema.
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Teorema 2. Para toda f ∈ S, p > 0 y r = |z| ∈ [0, 1), se tiene Mp(r, f) ≤
Mp(r, k).
Tomando p = 1, se tiene
M1(r, f) ≤ r
1− r2 = M1(r, k). (4)
Aplicando (4) en lugar de (2) en la prueba [3, p. 39], se consigue mejorar (3)
como sigue:
Teorema 3. Para toda f ∈ S,
Lr(f) ≤ 2pir
(1− r)2 , 0 ≤ r < 1. (5)
No se conoce todav´ıa si (5) es precisa en general pero se intuye que no. Sin
embargo, veremos que para funciones ma´s especiales, como las convexas, s´ı se
puede obtener una estimacio´n mejor y precisa para Lr(f).
Definicio´n 3. Una funcio´n convexa es una aplicacio´n univalente de D sobre un
dominio convexo. La subclase de S que consiste de todas las funciones convexas
es denotada por C.
Una funcio´n convexa tambie´n env´ıa cualquier disco {z : |z| < r} con r < 1, a
un dominio convexo. Note que la funcio´n de Koebe no es convexa pero se puede
ver que la funcio´n `(z) = z(1 − z)−1 = ∑∞n=1 zn s´ı esta´ en C ya que env´ıa D
sobre el semiplano Re{w} > −12 y es una transformacio´n de Mo¨bius. Adema´s,
cumple la igualdad z`′(z) = k(z). La funcio´n ` es extremal para muchos problemas
extremales en esta subclase.
Segu´n el Teorema de Alexander ([3, pag. 43]): Si f ∈ C entonces zf ′(z) ∈ S.
2 Teorema principal
Ahora tenemos todas las herramientas necesarias para probar nuestro resultado
principal.
Teorema 4. Sea 0 < r < 1 y f ∈ C. Entonces,
Lr(f) ≤ 2pir
1− r2 .
La igualdad se alcanza por la funcio´n `(z) = z(1− z)−1, z ∈ D.
Demostracio´n. Como f ∈ C, por el Teorema de Alexander se tiene que la funcio´n
F (z) = zf ′(z) ∈ S. Luego, aplicando (4) a F se tiene
M1(r, F ) ≤M1(r, k) = r
1− r2 . (6)
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Puesto que Lr(f) = 2pirM1(r, f
′), aplicando (6) tenemos:
Lr(f) = r
∫ 2pi
0
|f ′(reiθ)|dθ =
∫ 2pi
0
|reiθf ′(reiθ)|dθ
=
∫ 2pi
0
|zf ′(z)|dθ = 2piM1(r, F )
≤ 2piM1(r, k) = 2pir
1− r2 .
Ahora, tomando f = ` y teniendo en cuenta la igualdad z`′(z) = k(z), obtenemos
Lr(`) =
2pir
1−r2 .
Definicio´n 4. Una funcio´n f anal´ıtica en D, se dice cercana a convexa si para
todo z ∈ D, existe una funcio´n convexa g tal que
Re
{
f ′(z)
g′(z)
}
> 0.
Denotamos por K la clase de funciones cercanas a convexas normalizadas por
las condiciones f(0) = 0 y f ′(0) = 1. Cabe observar que C ⊂ K ⊂ S. La primera
inclusio´n es obvia tomando g = f en la definicio´n 4.
En 1964, Duren en [2] probo´ un resultado relacionado para la clase K: Lr(f) ≤
Lr(k). Pero se puede ver, ahora que ya tenemos a nuestra disposicio´n otra de-
sigualdad de Baernstein para las derivadas M1(r, f
′) ≤M1(r, k′), ve´ase [3, p. 229],
que el teorema de Duren se sigue directamente. Cuando f ∈ C la estimacio´n de
Keogh [4] es mejor, pero no se puede aplicar a ninguna f ∈ K\C; por tanto, el
resultado de Duren representa una aportacio´n importante. Cabe comentar que el
valor exacto de Lr(k) es muy dif´ıcil de calcular.
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